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ПРОСТОРОВІ МОДЕЛІ МІГРАЦІЇ ТРУДОВИХ РЕСУРСІВ
З макроекономічної точки зору пошук робочого місця описується математичними моде-
лями (ММ) з розподіленими параметрами — рівняннями в частинних похідних з однією
та двома просторовими координатами (змінними) та в залежності від часу. Первинні
результати моделювання ґрунтуються на аналітичних розв’язках рівнянь ММ.
Ключові слова: математична модель, рівняння в частинних похідних, аналітичні розв’язки.
Дана праця логічно продовжує попереднє дослідження [1] проблеми зайнятості
населення, виконане в припущенні рівномірного розподілу робочої сили та однорід-
ності простору подій. Такий підхід сприяв утворенню класу ММ з зосередженими
параметрами, тобто звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) першого порядку та
їх систем мінімальної розмірності. По-іншому, ММ такого роду описують процеси
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розвитку подій у часі. Але пошук робочого місця перш за все передбачає пересу-
вання від одного місця перебування до іншого, що само по собі займає певний час.
Отже, міграційні процеси населення в пошуку місця трудової діяльності відбува-
ються в просторі і часі. Їх адекватне математичне відтворення з метою вивчення та
прогнозування (інших можливостей просто нема) досягається застосуванням дифе-
ренційних рівнянь у частинних похідних.
Ретроспектива проблеми [2]. Вперше, ґрунтуючись на логістичних уявленнях
















де залежна змінна p  описує популяцію (її щільність), незалежні змінні: t — час, x
і y — просторові координати належним чином нормовані.
Автор ММ (1) розглядав різні варіанти лінеаризації рівняння (1) для однієї прос-
торової змінної x , щоб можна було записати аналітичні розв’язки.











з частиною похідною до системи розміру два для ЗДР першого порядку та наступ-
ним числовим її інтегруванням була встановлена наявність періодичних розв’язків
початкової ММ (1). Їх найменші значення заходять в область від’ємних значень, що
не відповідає предмету дослідження. Також вони не задовольняють вимозі стійкос-
ті. Таким чином, спостерігаються ареали — місця, де результати моделювання уз-
годжуються з дійсністю.
З-за умови стаціонарності )0( =∂
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Також була встановлена асимптотична стійкість розв’язків, яка має місце при
перевищенні половини насиченості щільності популяції.
Для вивчення росту популяції модель Хотеллінга (1а) модифікувалась, врахо-
вуючи найпростішу виробничу функцію )*(* 32 ppq −βα= , де коефіцієнт α  визна-
чається технологічною ефективністю, коефіцієнт β  — масштабом виробництва.
Міграція пояснюється просторовими відмінностями у щільності населення та ви-
робництві товару на душу населення. Вона відбувається в напрямі найбільшого ро-
сту (градієнта) виробництва на душу населення, а її інтенсивність пропорційна різ-
ниці життєвих рівнів у різних місцевостях (точках чи областях простору).
Щільність населення відповідає кількості потенційних мігрантів, спроможних від-
кликнутися на зазначені вище відмінності. Математично цей факт відтворюється
так званим дифузійним членом )( p
p
q ∇∇ , де символ ∇  є градієнт виразу чи змінної р.
Тоді модифікована ММ, що описує зростання і розповсюдження, тобто відтво-







де коефіцієнт γ  являє собою прийнятний доход на душу населення, що призводить
до стаціонарності. Для останнього рівняння етапи дослідження початкової ММ (1)
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повторюються. Наведемо деякі результати: у фазовому просторі періодичні стаціо-
нарні розв’язки ( 2,1=α ; 3=β ; 4,3=γ ) являють собою дві неперетинні множини зам-
кнутих траєкторій, які розподілені сідловою точкою і не заходять в область від’єм-
них значень; період росте разом з амплітудою стійкість має місце на інтервалах
[1,21; 0,78] і [1,25;∞ ) для стаціонарного розв’язку; дифузійний член сприяє зату-
ханню коливного розв’язку.
Згідно модифікованого (за допомогою явної виробничої функції) рівняння Хо-
теллінга динаміка міграційних процесів графічно включає: чотири стійких вузли,
серед яких знаходяться два просторово однорідних та два просторово неоднорід-
них, причому кожен розв’язок (однорідний чи ні) володіє своїм басейном тяжіння;
також чотири нестійкі вузли і чотири сідлові точки.
Модель Хотеллінга характеризується як структурно нестійка, що являє собою
онтологічну її властивість. Щоб зробити модель внутрішньо стійкою, розглядався її













де величини δ  і ε  досить малі. Більш загально, додатковий член для моделі Хотел-
лінга має вигляд pvpu ∇+ *)*( , де постійні вектори u  та v  визначають інтенсив-
ність і напрямок автономних компонент переміщення.




∂δ*  з’являється, коли число мігрантів





∂ε , коли потік пропорційний швидкості росту. Для 0≠ε , 0≠δ  у фазово-
му просторі можуть бути області, в одній з яких енергія процесу приростає, а в ін-
шій — убуває. Появляються граничний цикл, спіралі — геометричне зображення
розв’язків ММ.
Коли визначальні для напряму автономного пересування постійні переходять
через нуль, то граничний цикл співпадає з гомоклинною сідловою петлею. При
зміні спрямованості автономних пересувань можна спостерігати періодичні
розв’язки, що набувають стійкості та її втрачають.
Математична постановка проблеми трудової міграції. Правомірно розглядати
пересування членів популяції як у часі, так і в просторі, відслідковувати змінюва-
ність щільності популяції в різних точках або областях скінченного простору —
ареалах. Для випадку однорідного простору або його малості має місце змінюва-
ність чисельності від часу [1]. Але важливо знати просторову змінюваність щільно-
сті популяції, бо для різноманітних областей неоднорідного простору популяція
може розвиватися по-різному, приймаючи на межах ареалу певні значення. По-
іншому, розв’язок ММ (1) має підчинятися початковій ),(),,0( yxfyxp =  і крайовій
),(),( MtMtp ϕ= , де M є точка ),( yxM  на межі області, а )(⋅f і ( )⋅ϕ  — задані функції,
умовам. Якщо популяція пробуває в обмеженій області і не виходить за її межі, то








∂ означає похідну в напрямі, перпендикулярному дотичній у тій точці
межі, в котрій обчислюється похідна.
У випадку ММ явища з однією просторовою координатою зазначені граничні
умови мають місце, але спрощується їх запис.
Наразі слушно зауважити наступне. Обмежене використання в економіко-
математичному моделюванні рівнянь у частинних похідних зумовлене, головним
чином, наступними причинами: 1) по-перше, принципово значно більшою складні-
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стю ММ з розподіленими параметрами та меншим ступенем розробки методів їх
розв’язання, ніж моделей з зосередженими параметрами; 2) по-друге, суттєві труд-
нощі моделювання викликані нелінійністю шуканої характеристики та граничних
умов.
Свою роль також відіграє наявність потужних пакетів програм числового інтег-
рування систем ЗДР [3, 4]. Але суттєво на користь переходу до моделювання з ви-
користанням в якості ММ рівнянь з частинними похідними ситуація змінилась в
останні роки — на початку XXI ст. [5], коли з’явились довідники з точними
розв’язками великого числа рівнянь у частинних похідних, накопиченими в різно-
манітних сферах природознавства і техніки.
На завершення розділу вкажемо, що ММ (1) у літературі по синергетиці нази-
ваються рівняннями дифузійного типу, оскільки ними описуються процеси пере-
міщення групи людей (популяції) у просторі та часі. Також відомо, що міграційні
процеси можуть у силу певних причин (внутрішнього чи зовнішнього походження)
підсилюватися або придушуватися (вгамовуватися). З огляду на дійсність при-
йдеться розглядати системи дифузійних рівнянь. Окрім цієї причини до ММ такого
типу можна прийти, розділяючи за деякими ознаками популяцію на складові її час-
тини.
Послідовно розглядаються всі відомі типи ММ проблеми міграції трудових ре-
сурсів — дифузійні рівняння з однією та двома просторовими змінними, ретельно
виписуються їх точні розв’язки.
Рівняння параболічного типу з однією просторовою змінною (в іноземній літе-
ратурі рівняння Фішера, в нашій — рівняння Колмогорова—Петровського—Піску-
нова (КПП)), яке має різноманітні сфери застосування в природознавстві та техніці,









































де величина C  — довільна стала.










Його точні розв’язки з функціональним виокремленням змінних
)(xpp = , )(*)( txtz ψ+ϕ= (3)



















































3243 zAzAAzACpF −−+−= ,
де 1C , 2C , 3C , 4C — довільні сталі.













де a — стала, )(tf — довільна функція.










яке володіє точним розв’язком типу біжучої хвилі: )(zpp = , tyz ⋅λ+=± , де λ  —
довільна стала; функція )(zpp =  описується автономним ЗДР





az , ξ′= ppU )(  воно зводиться до рівняння Абеля
0)(*** 2 =λ+−′ − pgaUUU p ,
яке володіє багатьма точними розв’язками для різних залежностей )( pgg =  [6].
Розглянемо ММ трудової міграції з використанням двох просторових координат
та наведемо їх точні розв’язки.


















∂ .  (6)
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Його розв’язок типу біжучої хвилі записується: )(ξ= pp , де tyBxA *** λ++=ξ ,
де A , B , λ  — довільні сталі, функції )(ξp  описуються автономним ЗДР
0)(**)(* 22 =+′λ−′′+ ξξξ pfppBAa ,
точні розв’язки якого відомі [6].



























22 , де A , B , C , D  — довільні сталі,
∫= dppfpF )()( .
Точний розв’язок останньої ММ записується: ( )ξ= pp , ( ) ( )2221 CyCx +++=ξ ,
де 1C , 2C  — довільні сталі, а функція pp =ξ)(  описується ЗДР
)(*1 pfpp =′ξ+′′ ξξξ ,
розв’язки якого для різних нелінійностей )( pf  відомі [6].
Для просторово-часових моделей міграції трудових ресурсів виписані алгорит-
ми аналітичних розв’язків. Моделювання міграційних процесів вимагає програмної
реалізації точних розв’язків, що спряжене з числовим інтегруванням ЗДР, до яких
зводяться початкові ММ.
Викладене в статті сприяє більш повному онтологічно і адекватному моделю-
ванню проблеми пересування популяції трудових ресурсів у межах держави, регіо-
ну або адміністративної одиниці. При цьому прийдеться щоразу налаштовувати ко-
ефіцієнти ММ і вибирати нелінійні залежності, вказуючи належні початкові та
крайові (на межах областей переміщення) умови.
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